1.2  任意角的三角函数
三维目标
    1.通过借助单位圆理解并掌握任意角的三角函数定义,理解三角函数是以实数为自变量的函数,并从任意角的三角函数定义认识正弦、余弦、正切函数的定义域,理解并掌握正弦、余弦、正切函数在各象限内的符号.

    2.通过对任意角的三角函数定义的理解,掌握终边相同角的同一三角函数值相等.

    3.正确利用与单位圆有关的有向线段,将任意角α的正弦、余弦、正切函数值表示出来,即用正弦线、余弦线、正切线表示出来.

    4.能初步应用定义分析和解决与三角函数值有关的一些简单问题.
重点难点

教学重点:任意角的正弦、余弦、正切的定义,终边相同的角的同一三角函数值相等.

教学难点:用角的终边上的点的坐标来刻画三角函数;三角函数符号;利用与单位圆有关的有向线段,将任意角α的正弦、余弦、正切函数值用几何形式表示.
教学过程
    思路1.我们把角的范围推广了,锐角三角函数的定义还能适用吗?譬如三角形内角和为180°,那么sin200°的值还是三角形中200°的对边与斜边的比值吗?类比角的概念的推广,怎样修正三角函数定义?由此展开新课.另外用“单位圆定义法”单刀直入给出定义,然后再在适当时机联系锐角三角函数,这也是一种不错的选择.
    思路2.教师先让学生看教科书上的“思考”,通过这个“思考”提出用直角坐标系中角的终边上点的坐标表示锐角三角函数的问题,以引导学生回忆锐角三角函数概念,体会引进象限角概念后,用角的终边上点的坐标比表示锐角三角函数的意义,从而为定义任意角的三角函数奠定基础.教科书在定义任意角的三角函数之前,作了如下铺垫:直角三角形为载体的锐角三角函数→象限角为载体的锐角三角函数→单位圆上点的坐标表示的锐角三角函数.
推进新课
新知探究

提出问题
    问题①:在初中时我们学了锐角三角函数,你能回忆一下锐角三角函数的定义吗?

    问题②:你能用直角坐标系中角的终边上的点的坐标来表示锐角三角函数吗?
    活动:教师提出问题,学生口头回答,突出它是以锐角为自变量,边的比值为函数值的三角函数,教师并对回答正确的学生进行表扬,对回答不出来的同学给予提示和鼓励.然后教师在黑板上画出直角三角形.
    教师提示:前面我们对角的概念已经进行了扩充,并且学习了弧度制,知道了角的集合与实数集是一一对应的,在此基础上,我们来研究任意角的三角函数.教师在直角三角形所在的平面上建立适当的坐标系,画出角α的终边;学生给出相应点的坐标,并用坐标表示锐角三角函数.
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图1

    如图1,设锐角α的顶点与原点O重合,始边与x轴的正半轴重合,那么它的终边在第一象限.在α的终边上任取一点P(a,b),它与原点的距离
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>0.过P作x轴的垂线,垂足为M,则线段OM的长度为a,线段MP的长度为b.

根据初中学过的三角函数定义,我们有
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讨论结果:

①锐角三角函数是以锐角为自变量,边的比值为函数值的三角函数.

②sinα=
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提出问题

    问题①:如果改变终边上的点的位置,这三个比值会改变吗?为什么?

    问题②:你利用已学知识能否通过取适当点而将上述三角函数的表达式简化?
    活动:教师先让学生们相互讨论,并让他们动手画画图形,看看从图形中是否能找出某种关系来.然后提问学生,由学生回答教师的问题,教师再引导学生选几个点,计算一下对应的比值,获得具体认识,并由相似三角形的性质来证明.最后可以发现,由相似三角形的知识,对于确定的角α,这三个比值不会随点P在α的终边上的位置的改变而改变.
    过图形教师引导学生进行对比,学生通过对比发现取到原点的距离为1的点可以使表达式简化.

    此时sinα=
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    在引进弧度制时我们看到,在半径为单位长度的圆中,角α的弧度数的绝对值等于圆心角α所对的弧长(符号由角α的终边的旋转方向决定).在直角坐标系中,我们称以原点O为圆心,以单位长度为半径的圆为单位圆.这样,上述P点就是α的终边与单位圆的交点.锐角三角函数可以用单位圆上点的坐标表示.

    同样地,我们可以利用单位圆定义任意角的三角函数.

[image: image19.jpg]P(x,y)





图2

    如图2所示,设α是一个任意角,它的终边与单位圆交于点P(x,y),那么:

    (1)y叫做α的正弦,记作sinα,即sinα=y;

    (2)x叫做α的余弦,记作cosα,即cosα=x;

    (3)
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叫做α的正切,记作tanα,即tanα=
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y

(x≠0).

    所以,正弦、余弦、正切都是以角为自变量,以单位圆上点的坐标或坐标的比值为函数值的函数,我们将它们统称为三角函数.

    教师出示定义后,可让学生解释一下定义中的对应关系.教师应指出任意角的正弦、余弦、正切的定义是本节教学的重点.用单位圆上点的坐标表示任意角的三角函数,与学生在锐角三角函数学习中建立的已有经验有一定的距离,与学生在数学必修一的学习中建立起来的经验也有一定的距离.学生熟悉的函数y=f(x)是实数到实数的一一对应,而这里给出的三角函数首先是实数(弧度数)到点的坐标的对应,然后才是实数(弧度数)到实数(横坐标或纵坐标)的对应,这就给学生的理解造成一定的困难.教师在教学中可以在学生对锐角三角函数已有的几何直观认识的基础上,先建立直角三角形的锐角与第一象限角的联系,在直角坐标系中考查锐角三角函数,得出用角的终边上点的坐标(比值)表示锐角三角函数的结论,然后再“特殊化”引出用单位圆上点的坐标表示锐角三角函数的结论.在此基础上,再定义任意角的三角函数.

    在导学过程中教师应点拨学生注意,尽管我们从锐角三角函数出发来引导学生学习任意角的三角函数,但任意角的三角函数与锐角三角函数之间并没有一般与特殊的关系.教师在教学中应当使学生体会到,用单位圆上点的坐标表示锐角三角函数,不仅简单、方便,而且反映本质.

    教师可以引导学生通过分析三角函数定义中的自变量是什么,对应关系有什么特点,函数值是什么.特别注意α既表示一个角,又是一个实数(弧度数).“它的终边与单位圆交于点P(x,y)”包含两个对应关系.从而可以把三角函数看成是自变量为实数的函数.值得注意的是:(1)正弦、余弦、正切、余切、正割、余割都是以角为自变量,以比值为函数值的函数.(2)sinα不是sin与α的乘积,而是一个比值;三角函数的记号是一个整体,离开自变量的“sin”“tan”等是没有意义的.

讨论结果:①这三个比值与终边上的点的位置无关,根据初中学过的三角函数定义,有
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    由相似三角形的知识,对于确定的角α,这三个比值不会随点P在α的终边上的位置的改变而改变.

②能.

提出问题
    问题①:学习了任意角,并利用单位圆表示了任意角的三角函数,引入一个新的函数,我们可以对哪些问题进行讨论?

    问题②:根据三角函数的定义,正弦、余弦、正切的定义域、值域是怎样的?
    活动:教师引导学生结合在数学必修一中的有关函数的问题,让学生回顾所学知识,并总结回答老师的问题,教师对学生总结的东西进行提问,并对回答正确的学生进行表扬,回答不正确或者不全面的学生给予提示和补充.教师让学生完成教科书上的“探究”,教师提问或让学生上黑板板书.
    按照这样的思路,我们一起来探究如下问题:请根据任意角的三角函数定义,先将正弦、余弦、正切函数在弧度制下的定义域填入下表,再将这三种函数的值在各象限的符号填入图3中的括号内.
	三角函数
	定义域

	sinα
	

	cosα
	

	tanα
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图3

    教师要注意引导学生从定义出发,利用坐标平面内点的坐标的特征得定义域、函数值的符号等结论.对于正弦函数sinα=y,因为y恒有意义,即α取任意实数,y恒有意义,也就是说sinα恒有意义,所以正弦函数的定义域是R;类似地可写出余弦函数的定义域;对于正切函数tanα=
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,因为x=0时,
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无意义,即tanα无意义,又当且仅当角α的终边落在纵轴上时,才有x=0,所以当α的终边不在纵轴上时,
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恒有意义,即tanα恒有意义,所以正切函数的定义域是α≠
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 +kπ(k∈Z).(由学生填写下表)

	三角函数
	定义域

	sinα
	R

	cosα
	R

	tanα
	{α|α≠
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+kπ,k∈Z}


    三角函数的定义告诉我们,各三角函数在各象限内的符号,取决于x,y的符号,当点P在第一、二象限时,纵坐标y>0,点P在第三、四象限时,纵坐标y<0,所以正弦函数值对于第一、二象限角是正的,对于第三、四象限角是负的(可制作课件展示);同样地,余弦函数在第一、四象限是正的,在第二、三象限是负的;正切函数在第一、三象限是正的,在第二、四象限是负的.从而完成上面探究问题.即“一全正,二正弦,三正切,四余弦”.

讨论结果:①定义域、值域、单调性等.
②y=sinα与y=cosα的定义域都是全体实数R,值域都是[-1,1].y=tanα的定义域是{α｜α≠
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 +kπ(k∈Z)},值域是R.

应用示例

    例1 已知角α的终边经过点P0(-3,-4),求角α的正弦、余弦和正切值.

    活动:教师留给学生一定的时间,学生独立思考并回答.明确可以用角α终边上任意一点的坐标来定义任意角的三角函数,但用单位圆上点的坐标来定义,既不失一般性,又简单,更容易看清对应关系.教师要点拨引导学生习惯画图,充分利用数形结合,但要提醒学生注意α角的任意性.如图4,设α是一个任意角,P(x,y)是α终边上任意一点,点P与原点的距离r=
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图4

    ①
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叫做α的正弦,即sinα=
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    ②
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叫做α的余弦,即cosα=
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    ③
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叫做α的正切,即tanα=
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(x≠0).

    这样定义三角函数,突出了点P的任意性,说明任意角α的三角函数值只与α有关,而与点P在角的终边上的位置无关,教师要让学生充分思考讨论后深刻理解这一点.

解:由已知,可得OP0=
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图5

如图5,设角α的终边与单位圆交于点P(x,y).分别过点P、P0作x轴的垂线MP、M0P0,则|M0P 0|=4,|MP|=-y,|OM0|=3，|OM|=-x,△OMP∽△OM0P0,

于是sinα=y=
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    点评:本例是已知角α终边上一点的坐标,求角α的三角函数值问题.可以先根据三角形相似将这一问题化归到单位圆上,再由定义得解.

变式训练

  求
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的正弦、余弦和正切值.
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图6

解:在平面直角坐标系中,作∠AOB=
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,如图6.

易知∠AOB的终边与单位圆的交点坐标为(
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所以sin
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例2 求证:当且仅当下列不等式组成立时,角θ为第三象限角.
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    活动:教师引导学生讨论验证在不同的象限内各个三角函数值的符号有什么样的关系,提示学生从三角函数的定义出发来探究其内在的关系.可以知道:三角函数的定义告诉我们,各三角函数在各象限内的符号,取决于x,y的符号,当点P在第一、二象限时,纵坐标y>0,点P在第三、四象限时,纵坐标y<0,所以正弦函数值对于第一、二象限角是正的,对于第三、四象限角是负的;同样地,余弦函数在第一、四象限是正的,在第二、三象限是负的;正切函数在第一、三象限是正的,在第二、四象限是负的.
    证明:我们证明如果①②式都成立,那么θ为第三象限角.
    因为①sinθ<0成立,所以θ角的终边可能位于第三或第四象限,也可能位于y轴的非正半轴上;

    又因为②式tanθ>0成立,所以θ角的终边可能位于第一或第三象限.

    因为①②式都成立,所以θ角的终边只能位于第三象限.

    于是角θ为第三象限角.

    反过来请同学们自己证明.

    点评:本例的目的是认识不同位置的角对应的三角函数值的符号,其条件以一个不等式出现,在教学时要让学生把问题的条件、结论弄清楚,然后再给出证明.这一问题的解决可以训练学生的数学语言表达能力.

变式训练

  (2007北京高考)已知cosθ·tanθ<0,那么角θ是(    )

A.第一或第二象限角                             B.第二或第三象限角

C.第三或第四象限角                             D.第一或第四象限角

答案:C
例3 求下列三角函数值:

(1)sin390°;(2)cos
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;(3)tan(-330°).

    活动:引导学生总结终边相同角的表示法有什么特点,终边相同的角相差2π的整数倍,那么这些角的同一三角函数值有何关系?为什么?
    引导学生从角的终边的关系到角之间的关系再到函数值之间的关系进行讨论,然后再用三角函数的定义证明.

    由三角函数的定义,可以知道:终边相同的角的同一三角函数的值相等.由此得到一组公式(公式一):

	    sin(α+k·2π)=sinα,
     cos(α+k·2π)=cosα,

    tan(α+k·2π)=tanα,

    其中k∈Z.


    利用公式一,可以把求任意角的三角函数值,转化为求0到2π(或0°到360°)角的三角函数值.这个公式称为三角函数的“诱导公式一”.

解:(1)sin390°=sin(360°+30°)=sin30°=
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(2)cos
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π=cos(2π+
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(3)tan(-330°)=tan(-360°+30°)=tan30°=
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点评:本题主要是对诱导公式一的考查,利用公式一将任意角都转化到0—2π范围内求三角函数的值.
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